Ung dung ctia bat bién va nira bat bién trong toan td hop

Mé dau :

Bit bién 13 mot trong nhitng khai niém trung tdm ctia toan hoc. N6 ¢6 mit trong hau
hét cac linh vuc ctia Toan hoc: Pai sb, Hinh hoc, To-po, Ly thuyét s6, Xac sut,
Phuong trinh vi phan .. . Chang han, c4c bat bién duoc str dung trong viéc nghién cuou
cac d6 thi phang (dinh ly Kuratowsky), giai tich ham (chimg minh dinh ly vé diém
bat dong Brawer hay chimg minh hinh cau khong dong phoi véi xuyén. Khé c6 dinh
Iy v€ phén loai (nhom, dai s6, d6 thi ...) ndo lai thiéu sy c6 mat cua cac bat bién.
C6 han mot 1y thuyét bat bién nghién ciru cac dang bat bién dai sb cua cac bién doi
tuyén tinh.

Nhung bat bién khong phai 1a mot khai niém gi cao siéu ma cac hoc sinh phd théng
binh thuong khong gip va khong hiéu dugc. Doi khi bat bién chi 1a tinh chan 18, 12 su
chia hét cho 3, 1a tinh ddi xtng cua mot trang thai, 1a sy bdo toan goc ... trc 1a nhitng
diéu rat d& hiéu va nhan théy. Vi¢c dua y niém vé bat bién cho cac em hoc sinh, dic
biét 1a hoc sinh chuyén toan c6 y nghia nhéat dinh trong viéc phét trién tu duy toan
hoc, nhin théy cai tinh trong cai dong cua hoc sinh.

A.Bét bién

1) Pinh nghia: Bt bién 14 nhiing dai lugng (hay tinh chat) khong thay ddi trong qua
trinh ching ta thuc hién cac phép bién doi.

Chéng han khi thyc hién phép tinh tién thi khoang cach gitra hai diém sé& khong thay
d6i. Vi phép vi tu thi khac: khoang cach c6 thé sé thay d01 nhung s& c6 mot bat
bién khac, d6 1a ty 1é giira hai doan thang. Mot vi du khac vé bat bién: Lay mot sb
nguyén duong N (viét trong h¢ thép phan). Phép bién d6i T bién N thanh tong cac chir
s6 ciia N. D6 chinh 14 bat bién.

2)Vi du minh hoa: Trén bang, nguoi ta viét cac sb ty nhién lién tiép tir 1 dén 99

sau do thuc hién tro choi nhu sau: moi 1an x6a hai s6 bat ky va viét mot soO méi bang
tong hai s6 da xd6a. Viéc lam nay thuc hi¢n li€n tuc cho dén khi con moét s6 trén bang.

Hé1 s6 cudi cung con lai trén bang 1a bao nhiéu? Tai sao?
Loi gidi. Vi mdi lan thuc hién trd choi thi thay hai s6 bing tong ctia chiung nén tong
cac so trén bang khong thay doi trong moi thoi di€ém. Tong cac s6 luc dau la

1+2+3+...99:%

=4950
Suy ra s cudi cung 1a 4950.

Nhan xét. Bat bién trong bai toan trén 1a téng ciia cac sb trén bang khong thay doi
trong moi thoi diém. V&i moi cach thuc hién tro choi thi sb cubi cung con lai trén bang
la 4950.



B. Nira bat bién
1) Dinh nghia: Nura bt bién 1a mot dai lugng luon thay doi, nhung chi theo mdt chiéu

( tirc 12 tang 1én hay giam xudng)
2) Vi du minh hoa :Cho 2n diém trén mit phang, trong d6 khong c6 3 diém nao thing

hang. Chung minh rang nhitng diém nay c6 thé phan thanh n cip sao cho cac doan
thang néi ching khong cét nhau.

Loi gidi: Dau tién ta phan cip cac diém mot cach ngiu nhién va ndi ching lai véi
nhau. Goi S la téng cac doan théng dugc nbi (Chuy réng , do chuing ta c6 hitu han
cach phan cdp nén tap gia tri cua S 1a hitu han) .Néu c6 hai doan thang AB va CD cat
nhau tai o thi ta thay Ab, CD bang AC , BD . Vi AB + CD = (AO + OB) + (CO + OD)
=(AO + OC) + (BO + OD) > AC + BD theo bt dang thirc tam giac, nén néu cip doan
thang nao d6 giao nhau, ta co thé thay thé cach nbi dé S giam xudng . Vi S chi c6 hitu
han cac gia tri nén mot lic nao dé qua trinh phai dung. Va khi d6 , s€ khong c6 cac
cap doan thiang giao nhau

C. Mot sb bai tap

Bai 1: Trén bang, ngudi ta viét cac sb tu nhién lién tiép tir 1 dén 999 sau d6 thuc hién

tro choi nhu sau: moi lan x6a hai s6 bat ki va viét mot s6 mdi bang hi€u hai s6 da
x6a(lay so 16n trir s6 nhd). Viéc lam nay thuc hién lién ti€p cho dén khi con mot so trén

bang. HAd1 s6 cudi cung con lai trén bang ¢6 thé 1a 1 khong? Tai sao?

Loi giai: Ta thdy rang néu x6a di hai sd a,b(a > b) va thay bang hiéu a — b thi tong cac
sO trén bang giam di mot dai lwong 1a a + b — (a — b) = 2b 12 s6 chin. Nhu vay tong cac
sd trén bang khong thay doi tinh chén 1¢ tai moi thoi diém thuc hién tro troi. Tong cac
s luc dau 1a:

1+2+3+...+999 =

(1+9929).999 499500

la s chan. Suy ra s6 con lai cudi cung la s6 chan va do d6 khong thé 1a so 1.

Nhin xét : Bat bién cta bai toan 1 tong clia cac so trén bang khong thay doi tinh chén
1¢ tai moi thoi diém dua vao dic diém tong cac s6 giam di mot luong chan.

Bai 2: Trén bang, nguoi ta viét 100 chit s6 1 va 10 chit s6 2 sau do thuc hién tro choi
nhu sau: mdi lan x6a hai s6 bat ky va viét mot so méi bang tich hai s6 da x6a. Viéc 1am
nay thuc hién lién tuc cho dén khi con mdt s6 trén bang. Hoi s6 cudi cung trén bang
con lai 1a bao nhiéu? Tai sao?

Loi gidi: Vi moi 1an thuc hién tro choi thay hai s6 bang tich ctia chiing nén tich cac so6
trén bang khong thay doi trong moi thoi diém. Tich cac s6 luc dau 1a 1100 x 210 =

1024 nén s6 con lai cudi cung 1a 1024,

Nhin xét: Bit bién ctia bai toan trén 1a tich cac sb trén bang khong thay doi trong moi



thoi diém.

Bai 3: Trén bang, nguoi ta viét cac sb tu nhién lién tiép tr 1 dén 100 sau do thyc hién
trd choi nhu sau: mdi 1an xo6a hai s bat ky va viét mot sé méi bang tong 1ap phuong
cta hai s6 di cho. Viéc 1am nay thyuc hién lién tuc cho dén khi con mét sb trén bang.
Hoi s6 cubi cuing con lai trén bang c6 thé 1a 9876543212008 hay khong? Tai sao?

Loi gii. Ta thiy rang néu xo6a hai s6 a,b(a > b) va thay bang tong lap phuong a3 + b3
thi tong céac s trén bang ting mot dai luong 1a:

a3 +b3 —(atb) = (a3 —a)*+(b3 — b)

1a s6 chia hét cho 3 Tong cac s0 trén bang lic dau va tong cac so trén bang tai moi thoi

diém kém nhau mot bdi s6 cua 3. Tong cac sO luc dau la

(1+100).100

1+2+3+...+100 = =5050

1a 86 chia cho 3 du 1(vi tdng cac chit s6 cua 5050 bang 10 chia 3 du 1). Suy ra s6 con
lai cudi cung phai 13 s6 chia 3 du 1. S6 987654321 chia hét cho 3 vi tong céc chit sb
ctia s6 nay 1a 45 chia hét cho 3. Suy ra 9876543212008 chia hét cho 3. Vay s6 con lai
cudi cung khong thé 1a 9876543212008.

Nhén xét. Bat bién cua bai toan trén 1a tong céc sO trén bang tai moi thoi diém hon

kém nhau mdt bdi so cua 3.

Bai 4. Cho sb ty nhién c6 8 chit s6 1a 12456789. Tir sé ndy ngudi ta ddi vi tri cac chir
sO ctia no, hoi c6 thé tao duoc sd chinh phuong hay khong?

Loi gidi. Tai moi thoi diém thay ddi vi tri cac sd hang thi s6 duoc tao thanh ¢ té)ng cac
chir s6 1a:

1 +2+4 +5 +6+7 +8 +9 =42

chia hét cho 3 nhung khong chia hét cho 9. Suy ra sé dugc tao thanh chia hét cho 3
nhung khong chia hét cho 9 nén khong thé 1a sé chinh phuong.

Nhin xét. Bt bién ctia bai toan chinh 1a tong cua cac s6 dugc tao thanh ludn khong
d6i bang 42.

Bai 5. X¢ét mot bang vuong 4x4 6. Tai moi 6 cia bang vuong c6 chira dau + hodc dau
—. Mo6i mét 1an thuc hién, cho phép doi dau cua tat ca cac 6 trén cung mdt hang hoac
cung mot cdt. Gia sir bang vuong ban dau c6 mot dau + va 15 dau —. Hoi co thé dua

bang ban dau vé bang co6 toan ddu cong dugc khong?

Loi gidi. Cau tra 101 1a khong. Va 101 giai kha don gian. Thay ddu cong bang sb 1 va

déu trir bang —1. Xét tich tat ca cac s trén bang vudng. Khi do, qua mdi phép bién doi,



tich nay khong thay d6i (vi s& doi dau 4 s6). Vi vy, cho du ta thyc hién bao nhiéu lan,
tir bang vudng (1,15) s& chi dua vé cac bang vudng co s 1& dau —, co nghia la khong
thé dua vé bang c6 toan diu cong.

Nhin xét. Viéc thay ddu cong bang s 1 va dau trir bang s6 —1 dé tim ra bat bién cua
bai toan trén. Bat bién cua nd 13 tich cua cac s trén bang khong thay ddi qua mdi 1an
thuc hién.

Bai 6. Trén mot cai bang, ngudi ta viét 2008 dau (+) va 2009 dau (-). Gia st mdi lan,
hai ddu bat ky bi xoéa di va viét thay béi mot dau (+) néu ching gidng nhau va thay
béng mot dau () néu chung khac nhau. Sau khi thyc hién 4016 14n nhu vay, d4u nao s&
con lai trén bang

.Loi gidi. (i) Cach 1. Sau mdi lan x06a, sd cac dau (—) duoc giit nguyén hodc giam di 2.

Vi thé, tinh chin 1¢ cta s6 ddu (—) trén bang khong thay dbi. Ban dau, sé dau trir 13 sd

1€ nén cudi cung dau con lai trén bang 1a dau (—).

(i) Cach 2. Thay mdi dau (+) bai sd 1, thay mdi dau (—) boi s6 —1. Khi d6 mdi lan
thyc hién cach 1am theo dé bai c6 thé mé ta duéi dang nhu sau: hai s6 bat ky dugc x6a
di va thay béng tich cua ching. Nhu vay tai moi thoi diém thue hién thi tich caa cac sb
trén bang khong thay doi. Ban dau tich cac s6 trén bang 1a —1 nén cudi cung tich cac sd
trén bang cling 1a —1. Vay dau con lai trén bang 13 dau (-).

(i) Cach 3. Thay mdi ddu (+) bdi sb 0, thay mbi ddu (—) boi s6 1. Khi d6, tong hai sd
bi x6a di cung tinh chin 1& véi s6 duoc viét thay ching, nhu vay tong cac sb trén bang
khong thay dbi tinh chin 1é. Vi tong cac sb lic dau bang 2009, 1a s 1é nén s con lai
cubi cung 1a s6 1é. Do d6 dau con lai trén bang 13 dau (-).

Nhan xét.

« Trong cach 1, dai luong bat bién 1a tinh chin 1é cta s dau (-) trén bang.
« Trong cach 2, dai lugng bat bién 14 tich tat ca cac sb trén bang.

« Trong cach 3, dai luong bat bién 13 tinh chén 1é cua tong céac sd trén bang.

Ta c6 thé 1ap mot tinh huéng méi twong duong véi tinh huéng duoc xac dinh ¢ diéu
kién va yéu cau trong bai toan dé dé tim dai luong bat bién.

Bai 7. Ngoai bién dong, trén mot hon dao sinh sdng ba giéng than 1an c6 ba loai mau:
mau xam ¢6 133 con, mau nau ¢6 155 con va mau d6 ¢6 177 con. Néu hai con than lan
khac mau

gip nhau thi chung dong thoi d6i sang mau thir ba (vi du néu thin 1an mau xam gip
than 1an mau nau thi ca hai con déu d6i sang mau d6). Trong nhitng truong hop hai con
than lan cing mau gap nhau thi chiing giit nguyén khong d6i mau. C6 xay ra tinh trang



la trén ddo tat ca than lan cuing mot mau dugc khong?

Loi giai. Dic diém cia bai toan nay nim & bd sb 133, 155, 177 vi khi chia cho 3 ta
duoc bo s6 du 1, 2 va 0. Ta thtr xét néu mot con than 1an xam gap mot con than lan
nau, thi chiing dong thoi d6i mau do. Khi d6 ta ¢6 132 con xam, 154 con nau va 179
con do. Nhiing s6 du cua 132, 154 va 179 cho 3 twong tGng 1a 0, 1 va 2, nghia 1a gip
day du cac sé du di co. Néu mot con than lan xam gip con than lan mau dé, thi ching
dong thoi d6i mau nau. Khi d6 ta c6 132 than lan xam, 157 than 1an ndu va 176 than
lan d6. Lay nhitng s6 trén chia cho 3 cho sé du twong tmg 1 0, 1, 2 nghia 13 gap lai ca
ba kha nang ciia s6 du. Néu con than lan nau va than lan do gap nhau, thi ching cung
d6i mau xam. Khi d6 c6 135 thin ldn xam, 154 thang 13n nau va 176 than lan do. Sb du
ctia nhimg s6 than lin trén chia cho 3 twong tmg 13 0, 1 va 2, van c6 ddy du cac sd du
khi chia cho 3. Du thay d6i mau thé nao thi s6 du cua cac s6 lugng than 1in chia cho 3
déu c6 day du ba s6 13 0, 1, 2. S5 luong tit ca than lan trén dao 1a 133 + 155 + 177 =
465 1a mot s chia hét cho 3. Néu tat ca than lan cing mot mau thi sé du lugng than lan
mau xam, mau nau, va do chia cho 3 ¢ du twong tmg 13 0, 0, 0. Piéu nay vo 1y vi cac
sO du phai c6 day du cac s6 du khi chia cho 3. Nhu vay cau tra 10i 1 khong duoc.

Nhin xét. Bat bién ¢ day 1a du thay ddi mau thé nao thi sb du cua cac sd lugng thin
13n chia cho 3 déu ¢6 dﬁy dibasdlao,l,2.

Bai 8. Nhiing $6 1,2,3,...,1974 duoc viét trén mot bang. Nguoi ta thay hai s6 bat ky
béng mot sb6 hodc 1a téng hodc 14 hiéu cua hai sb do. Chting minh réng sau 1973 lan
thuc hién thao tac trén, chi con mot s6 con lai trén bang khong thé 1a s6 0.

Loi gidi. Ta quan tim dén tinh chin 1é ciia cac s6 da cho va sau mdi lan thao tac duoc
s6 chin 1¢ nhu thé nao. Khi bat dau trén bang c6 987 s6 1é. Mdi 1an ta thuc hién thay
d6i, s6 ctia nhimg s6 1¢ hodc 1a con nguyén (khi ta 14y hai sd c6 tinh chén 1é khac nhau
hoic hai sb cung tinh chén) hodc 1a giam di hai s6 (khi ta 1dy hai sé cung tinh 18). Nhu
vay s6 cac s6 1é con lai sau mdi 1an thuc hién thay ddi ludn 1a mot sb 16. Vay khi con lai

mat sO cudi cung trén bang thi no phai 1a s6 1&, do d6 n6 khong thé 1a s6 0.
Nhan xét. Bat bién ctia bai todn 1a s6 cac s6 1€ sau moi phép bién do6i con lai 1a so 1€.

Bai 9. Moi so trong cac s6 a,,a,,...,a, nhan mdt trong hai gia tri 1a —1 hoac 1. Biét rang:

S =a,a,a;a, +a,asa,as +....+a,a,a,a,

Hay chting minh rang n chia hét cho 4.

Loi giai. Day 12 mot bai toan 1y thuyét sd, nhung ta van s& dung bat bién dé giai né.



Tinh bét bién nay nhu sau: S s& khong thay d6i s6 du khi chia cho 4 néu nhu ta doi dau
ctia 4 s6 hang lién tiép. That vay, néu co 2 s6 duong va 2 sd am thi s& khong c6 chuyén
gi thay d6i, néu co 1 s6 khac déu 3 sb con lai thi khi ddi dau gia tri cua S s& thay ddi 4
hodic —4 va diéu nay khong anh hudng gi téi s6 du cua S khi chia cho 4 ca, cudi ciung
néu 4 s cung dau thi khi d6i ddu S s& thay d6i mot dai luong 1a 8 hay —8 diéu nay di
nhién ciing khong anh huong gi téi sé du cua S khi chia cho 4. Bay gio quay lai bai
toan cua chung ta. Ta thuc hi¢n thuat toan ddi du cta 4 sb hang lién tiép sao cho cudi
cung dua tat ca n sd thanh s6 duong. Khi d6 S = n va theo tinh bat bién thi S chia hét
cho 4 (vi ban dau S = 0 chia hét cho 4 ) Vay n chia hét cho 4. Ta d3 c6 két luan cho bai

toan.

Nhin xét. S s& khong thay doi s6 du khi chia cho 4 néu nhu ta d6i ddu cua 4 s6 hang
lién tiép.

Bai 10. Hai nguoi choi ¢, mdi van ngudi thang duge 2 diém, ngudi thua duge 0 diém,
néu tran hoa thi mdi nguoi dugc 1 diém. Hoi sau mot s6 van cd c6 thé xdy ra trudng
hop mét ngudi dugce 9 di€m va nguoi kia dugc 10 diém hay khong?

Loi giai. Téong s6 diém cia hai nguoi trong mdi van luén bang 2. Suy ra tai moi thoi
diém thi tong diém cia hai nguoi ludn 1a s6 chan. Ma 9+10 = 19 14 s6 1é nén khong thé
xay ra truong hop mot ngudi duge 9 diém va ngudi kia duge 10 diém.

Nhan xét. Bat bién cua bai toan 1a tong diém cua hai ngudi trong moi van ludn bang 2.

Bai 11. C6 1981 tach udng tra dat trén mot ban. Luc dau tat ca cac tach déu duoc dat
ngura 1én. Gia st mdi 1an nguoi ta 1am cho 200 tach trong ching 14t nguoc lai. Hoi sau
mot s6 1an nhu vay, c6 thé 1am cho tat ca cac tach déu ap xubng duoc khong?

Loi giai. Néu co 1981 tach, ta khong thé quay Gp xudng tat ca duoc. tai mdi thoi diém
c¢6 x tach dat ngira duge 1am Gp xudng va cd 200—x tach up xudng duoc 14t ngira 1én.
Do d6 s cac tach dang up da thay doi di mot s 1a [200—2x], va day 1a mot s chan.
Diéu nay co6 nghia 1a sb cac tach dit up xudng khong bi thay ddi vé tinh chin 1. Ban
dau sb nay bang 0, 1a sé chin. Do d6 khong thé thay d6i sb nay thanh 1981, 1a s6 1é.

Nhin xét. Bit bién cua bai toan 1a cac tach dang Gp ludn thay d6i mot luong chén.
Trong dé toan ta c6 thé thay doi 1981 bang mot s 1& bat ky va 200 bang mot sd chin
bat ky nho hon s ban dau.

Bai 12. C6 2005 dong xu, moi dong xu c¢6 hai mat, mét mat mau xanh va mot mat mau
do. Xép cac dong xu trén bang sao cho cac mat mau xanh ngura 1€n. Thyuc hién tro choi

nhu sau: mdi 1an thuc hién cho phép d6i bén mit cia bon ddng xu tiy y. Hoi co thé



nhan dugc két qua ma tat ca cac dong xu déu cd mat dé ngtra 1én trén dugc khong?

Loi gidi. Thay mdi dong xu mit mau xanh ngtra 1én trén boi s6 —1. Thay mdi dong xu
mau do ngira 1én trén boi s6 (+1). Khi d6 mdi cach thuc hién theo dé bai ¢ thé mo ta
dudi dang khac nhu sau: bdn sb bat ky dugc x6a di va thay mdi sb bang sb ddi cia no.
Ban dau c6 2005 s6 (—1) twong tmg v6i 2005 dong xu c6 mit mau xanh ngira 1én trén.
Ta thay rang néu thay bbn s6 a,b,c,d bdi bén sd —a,—b,—c,—d thi tich cta cac s6 moi
thay vao la

(—a)(=b)(—¢)(~d) = abed

béng tich cta cac s6 ban dau. Nhu vay tai moi thoi diém thi tich cua cac sb khong ddi.
Ban dau c6 2005 s6 —1 nén tich cia chiing 13 (—1), suy ra tai moi thoi diém tich cac sd
ludn 1a (—1). Vay khong thé nhan duoc két qua ma tit ca cac déng xu déu c6 mat do

ngtra 1én trén.

Nhin xét. Bai toan trén dugc thay d6i dé dé tim bat bién hon, bat bién 1a trong moi
thao tac thi tich cac chit s6 1a khong dbi.

Bai 13. Trong diy 1,9.9.9.8,..., mdi chit s6 bat dau tir chit s6 thi ndm bang chir s6 hang
don vi cta tong bon chit sd lién trude nd. Hoi trong diy nay co gip cac bd 1234 va
5678 khong?

Loi gidi. Ta thay mdi chit sb cua ddy da cho bang s6 0 néu né 1a sb chin va bang sb 1
néu no 1a s 1é. Ta nhan dugc day s6 111101111011110..., trong d6 ¢t sau bon chir sd
1 c6 mot chit s6 0 va cir sau mdi s6 0 ¢6 bon chir s6 1. Cac bo s6 1234 va 5678 tmg véi
céc bo 4 chit s6 1010 va 1001 nén khong thé c6 mit trong day s6 di cho.

Nhan xét. Day 13 bai toan t6i rat thich, né thé hién duoc tu duy chuyén bai toan kho
thanh bai toan dé dé co thé phat hién duoc bat bién. R rang dé nguyén rat kho dé
tuong minh dugce 10i gidi, tuy nhién khi chuyén hoa thi bat bién chinh 1a ctr sau bén chir
s6 1 ¢6 mdt chix sd 0 va ctr sau mdi s6 0 ¢6 bdn chit sb 1.

Bai 14. Mot hinh tron duoc chia thanh 10 6 hinh quat, trén mdi 6 ngudi ta dit 1 vién bi.
Néu ta cir di chuyén céac vién bi theo quy luat: mdi 1an 1ay & 2 6 bat ki mdi 6 1 vién bi,
chuyén sang 6 lién ké theo chiéu ngugc nhau thi ¢6 thé chuyén tat ca cac vién bi vé
cung 1 6 hay khong?

Loi gidi:




Trudc ti€n, ta t6 mau xen k& cac 6 hinh quat, nhu vay s€ c¢6 5 6 duoc t6 mau (6 mau) va
5 6 khong duoc t6 mau (6 trang). Ta c6 nhan xét : Néu di chuyen 1bio6mauvalbio
0 trang thi téng s6 bi & 5 6 mau khong d6i. Néu di chuyen 0 2 0 mau, m01 0 1 bi thi
téng s6 bi & 5 6 mau giam di 2. Néu di chuyén & 2 6 tring, mdi 6 1 bi thi tong s6 bi & 5
0 mau tang 1én 2. Vay tong s6 bi & 5 6 mau hodc khong do6i, hodc giam di 2 hodc tang
1én 2. No6i cach khac, tong s6 bi & 5 6 mau s€ khong thay doi tinh chan 1€ so véi ban
dau. Ban dau tong s6 bi & 5 6 mau 1a 5 vién (l1a s6 1€) nén sau hitu han lan di chuyén bi
theo quy luat trén thi tong so6 bi & 5 6 mau luén khac 0 va khac 10, do d6 khong thé
chuyén tat ca cac vién bi vé cung 1 0.

Nhin xét. Bai toan dugc giai dé dang bang cach t6 mau xen k& cac 6 hinh quat. Trong
rat nhiéu bai toan thi viéc t6 mau chinh 1a y tuéng chinh dé giai bai toan. Va bat bién
trong bai toan nay 1a tong s6 bi & 5 6 mau s& khong thay d6i tinh chin 1é.

Bai 15. Mdi s6 trong diy

21,22,23,...,22005

déu duogc thay thé boi tdng cac chit sé cua nd. Tiép tuc lam nhu vay voi cac s6 nhin
duogc cho t&i khi tat ca cac sb trong diy déu co 1 chir s6. Chirng minh trong diy nay: sd
cac s6 2 nhiéu hon sb cac s6 1.

Loi gidi. Ta thay : “S6 tu nhién A va tong céac chir s6 ctia A ludn cung sb du trong phép
chia cho 9”.

Mat khac ta co : 21 chia cho 9 du 2; 22 chia cho 9 du 4; 23 chia cho 9 du 8; 24 chia cho
9 du 7; 25 chia cho 9 du 5; 26 chia cho 9 du 1; 27 chia cho 9 du 2;...

Do d6 26k + r 1an luot nhan céc s6 du trong phép chia cho 91a 2,4, 8, 7, 5, 1 tuong
ung véicac giatricaarlal, 2, 3,4, 5, 0. Day cudi cung nhan dugc gé)m 2005 sd thudc
tap hop {2:4:8;7;5;1}. Ta c¢6 2005 = 334 x 6 + 1 nén diy cudi cing c6 335 s6 2 (nhicu
hon s6 cac s6 khac 1 sb). Vay s cac sd 2 nhiéu hon s6 cac s6 1 dung 1 sb.

Nhin xét. Bai toan trén xuat phat tir tinh chat trong s6 hoc. S6 tuw nhién A va tong cac
chit s6 ctia A ludn cuing s du trong phép chia cho 9 va diy céc s6 du khi chia an cho m
ludn tudn hoan (c6 thé khong xudt phat tir chi sé dau tién). Va bat bién cua bai toan 1a
day s trén dugc chuyén thanh diy cac s6 du ciia nd 248751248751...

Bai 16. Mot to gidy bi cat nho thanh 6 manh hodc 11 manh. Cac manh nhan duoc lai c6
thé chon dé cat (thanh 6 manh hodc 11 manh nhé hon),...Ctr nhu vay ta c6 thé nhan
dugc 2005 manh cat khong ?

Loi gidi. Sau mdi 1an cit mot manh gidy thanh 6 manh hodc 11 manh thi sé manh gidy
tang 1én 1a 5 hodc 10. Nhu vay tinh bt bién ctia bai toan 1 “sé manh gidy ludn ting 1én



mot boi s6 ctia 5”. Vay s6 manh gidy sau cac 1an cit c6 dang 1+5k, mat khac 2005 c6
dang 5k nén voi cach cat nhu trén, tir mot to gidy ban dau, ta khong thé cat dugc thanh
2005 manh.

Nhan xét. Bat bién cua bai toan 1a s6 manh gidy tang 1én ludn la mot bdi so cua 5.

Bai 17. Ta xét bang 4 hang 4 c6t bao gdbm nhimg du + va dau — nhu sau:

FF[F [+
T+ F T
F ¥+
T+ F T

Nguoi ta c6 thé dong thoi thay d6i dau cia tat ca cac dau trong mot hang bat ky, mot
cot bat ky, hodc trong mot dudng bat ky ma no song song voi mot trong nhitng duong
chéo(thuc t& ngudi ta cé thé thay d6i dau o 4 goc). C6 kha nang hay khong nhan dugc

mot bang khong chira ddu — nao?

Loi gidi. Ta xét bang thir hai nhu sau:

0
1
1

OO |
—_— D

—_— 0O |

0 1 0
Bang nay c6 tinh chat: trong mdi hang, mdi ¢t hodc nhitng duong thing song song véi

duong chéo c6 dung hai sb 1 hodc khong co sb 1 nao. Bay gid ta goi nhimg phan tur
trong bang thir nhat 13 phan tir tot néu né duge dit vao dung vi tri c6 s6 1 nhu & bang
th hai. Sau khi ta thay d6i ddu thi chi c6 thé xay ra mot trong ba trudng hop sau:

« Truong hop 1. Hai dau + phan tir tot duoc chuyén thanh hai du — phan tir tot.
« Trudng hop 2. Hai ddu — phan tir tot duogc chuyén thanh hai du — phan tir tét.

« Trudng hop 3. Mot cdp phan tir tot gdm mot dau + va mot ddu — chuyén d6i cho
nhau.

Nhu vay $6 luong dau — phﬁn ttr tt luodn 12 sb 1é. Do d6 ludn ton tai it nhat mot dau —

trén bang.

Bai 18. C6 hai dong da, mot dong c6 n hon va déng kia co k hon. Ctr mdi phut mot
may tu dong lai chon mot déng c6 s6 hon dé 13 chin va chuyén mot nira sé hon dé cia
dbng da dugc chon sang déng kia (néu ca hai déng déu c6 s6 hon d4 1a chin thi may sé
chon ngau nhién mot dong). Néu trong hai déng s6 hon da déu 1a 1¢ thi may s& ngimg
1am viéc. Hoi ton tai bao nhiéu cip tht tu (n,k), v6i n va k 13 cac sb tu nhién khong



vuot qua 1000, dé may tu dong sau khoang thoi gian hitu han s& dimg.

Loi giai. Gia str n = 2au va k = 2bv, véi u va v 1a céc s6 1é. Chiing ta s& ching minh
rang may ty dong nhat thiét s& dimg d6i voi cac cap va chi cac cap s (n,k) véia=b.
Néu a = b thi tir cip (n,k) may tu dong c6 thé nhan duoc cip (2a—1u,2a—1(u+v)) hodc
(2a—1(2u+v),2a—1v). Vi cac s6 (2u + v) va (2v + u) lai 1a 1é, nén may tu dong da lam
giam s6 mii ctia 2 xudng 1 don vi. Qua a budc thi s6 mil ndy tré nén bang 0, va may tu
dong s& dung lai. Bay gio gia sir a < b(truong hop a > b xét tuong tir). Néu a 6 b—2, thi
tir cdp (n,k) may tu dong co6 thé nhan dugc cip (2a(ut2b—1-av),2b—1v)yoi cac sd mil
trong liiy thur ctia 2 khéc nhau. Néu a = b—1, thi tir cdp (n,k) may ty dong c6 thé nhan
dugc cip (2a(u+v),2au) = 2a +lutv,2au lai véi cac s6 mil trong lity thira cta 2 khac
nhau. D& dang thay rang trong truong hop nay may tu dong s& lam viéc mii mai khong
dimg. Chi con viéc dém céc cap sb kha di. Co 500 s 1¢ khong vuot qua 1000, boi vay
s6 cdp (n,k) = (2au,2bv) v6i a = b = 0 bang 5002; c6 250 s6 khong vuot qua 1000 chia
hét cho 2 va khong chia hét cho 4, boi vy sd lugng cip véi a =b = 1 bang 2502. Ctr
tiép tuc nhu vay, ta nhan dugc dap s6 clia bai toan:

5002 +2502 +1252 +632 +312 +162 +82 +42 +22 +12 = 333396

Bai 19. Trén bang viét 10 dau cong va 15 dau trir. V6i 24 1an thyc hién, mdi 1an x6a di
2 d4u bat ki roi lai thém vao 1 dau (cong hodc trur) dé cubi cung trén bang chi con lai 1
ddu duy nhét. Biét rang ddu duogc thém vao sé 1a dau trir néu trude d6 da xoa di 2 déu
khac nhau, nguoc lai diu dugc thém vao s& 1a dau cong. Hoi d4u con lai trén bang la
déu gi ?

Loi gidi. Ta thay, néu x6a di 2 dau cong thi phai thém vao 1 dau cong, vi vay sb dau
trir trén bang khong thay doi. Néu x6a di 2 dau trir thi phai thém vao 1 du cong, vi vy
s6 dau trir giam di 2. Néu x6a di 1 ddu cong va 1 dau trir thi phai thém vao 1 dau trir, vi
vay s6 ddu trir trén bang khong thay d6i. Nhu vdy, tinh bat bién 13 : sau mdi 1an thuc
hién viéc x6a va thém dau, sb du trr trén bang hodc khong thay ddi hodc giam di 2.
Mt khac, s6 ddu trir ban dau 1a s6 1é nén sau mdi l1an thue hién thi sd diu trir con lai
trén bang bao gio cling 1a s6 1é. Sau 24 1an thyc hién, trén bang chi con lai 1 dau duy
nhat ma dau trir khong thé mat hét nén dau con lai trén bang phai 13 dau trur.

Bai 20. Cho mot ban co quoc t€ 8x8. Hoi rang quan ma ¢6 thé di nudc dau tién tur 6
dudi cung bén trai va két thic & 6 trén cung bén phai hay khong? Véi di€u kién néd phai
di qua tat cd céc 0 trén ban co va moi 6 chi di qua ding mét lan

Loi gidi. Ta to cac 0 trén ban co xen k& cac mau den trang nhu ban ¢ vua(hinh dudi)



Do sy “binh ddng mau” nén khong mat tinh tong quat ta c6 thé gia st rang 6 dudi cung
bén trai c6 mau trang. Tl cach di ciia con mi ta nhan thay rang sau moi nuéc di con ma
s& sang mot 6 khac mau véi 6 ma né dang dung. Vi thé sau mot sb 1 nudce di con ma sé
& 6 mau den, sau mot s6 chin nudc di con ma s& & 6 mau trang. Pay 1a tinh bt bién
ctia chiing ta. Trd lai bai toan ta thay rang di tir 6 dudi cung bén trai 1én 6 trén ciing bén
phai can di 63 nudc di. Vi thé 6 trén cing bén phai s& can mang mau den (theo nhu tinh
bat bién). Diéu nay 1a vo 1y. Vay quan ma khong thé di tir 6 dudi cing bén trai nén 6
trén ciing bén phai nhu yéu cau cua dau bai duoc.

Nhin xét. Bai toan dd dugc giai quyét nhung xung quanh bai toan nay van con rat
nhiéu diéu can phai suy nghi. Chang han nhu khi xét ban co X x X v6i X 1a mot so 1é
thi li€u c6 mdt cach di tir 6 dudi cung bén trai 1én 6 trén cung bén phai va thod man céc
yéu cau cua bai toan hay khong? Néu c6 thi hdy chi ra mot cach di nhu thé? Cau hoi
nay kha kho.

Bai 21. Cho mot bang 6 vuong chtra s6 nhu hinh 4a . Ta thuc hién mot thuat toan T
nhu sau: Chon ra 2 sb bat ki ndm & hai 6 vudng canh nhau va cong 2 s6 d6 voi mot sd
nguyén nao d6. Hoi rang sau mot sd lan thuc hién thuat toan T thi bang hinh vudng
chtra cac s6 nhu hinh 4a c6 thé thanh bang hinh vudng nhu hinh 4b hay khong?

1 2 3

5 6

7 8 9
Hinh 4a

7 8 9

6 2 4

3 5 1
Hinh 4b

Loi gidi. T6o mau céc 6 ctua hinh vuong nhu hinh dudi day.



Pit B 14 tong cac s0 & cac 6 mau den va W 1 tong cac s6 & cac 6 mau trang. Ta thay vi
mdi 1an thuc hién thuat toan T ta cong thém 2 s6 ¢ 2 6 canh nhau véi mdt s nguyén
nén dé thay rang hiéu B—W 1a khong d6i. Nhung véi gia thuyét ciia bai toan thi ¢ hinh
4a thi B-W = 5, con ¢ hinh 4b thi B — W = —1. Diéu ndy trai voi quy tic bét bién ¢
trén. Vay sau nhirng lan thuc hién thuét toan T thi tir hinh 4a ta khong thé nhan duoc
hinh 4b.

Bai 22: (VMO 2006). Xét bang 6 vuéng m x n (m,n 1a cic sd nguyén duong 16n hon
3). Thyc hién trd choi sau: mdi 1an dit 4 vién bi vao 4 6 cta bang (mdi 6 1 vién) ma 4 6
do6 tao thanh mot trong cac hinh dudi day:

L[
[ [ ]

Hoi sau mot s0 lan ta c¢6 thé nhan dugc bang ma so6 bi trong cac 6 bang nhau duoc
khong néu:

a) m=2004 van=20067
b) m =2005 van =2006?

Loi gidi.a) Bang da cho co thé chia thanh céac hinh chit nhat 4x2 nén c6 thé nhan dugc
trang thai ma sd bi trong cac 6 bang nhau.

b) T6 mau cac 6 cua bang nhu hinh vé€ (t6 cac hang 1,3,...,2005).

D@ thay, mdi 1an dit bi co 2 vién duoc dat vao cac 6 duoc to mau va 2 vién duoc dat
vao cac 6 khong t6 mau. Do d6, néu goi S(n) 14 sb bi trong cac 6 duoc t6 mau va T(n)
1a s6 bi trong cac 6 khong duge t6 mau sau 1an dit bi thir n thi S(n)—T(n) 1a bat bién. Ta
co

S(n) ~T(n) = S(0)-T(0) = 0, V>0

Do do, néu nhan dugc bang ma sé bi trong cac 6 bang nhau thi s6 6 dugc t6 mau va so
0 khong duoc t6 mau bang nhau. Diéu nay khong thé xay ra vi m 1a so 1€.

Bai 23:Cac s tu nhién 0,1,2,3,... duoc viét trong cac 6 cua mot bang 6 vuong kinh

thirc 2003%x2003 theo vong xudy tron dc(xoay nguoc kim dong hd) sao cho s6 0 nim &



6 trung tAm (tAm ctia bang). Cac dong va cot ciia bang duoc danh sb ting dan tir dudi
1én trén va tir trai sang phai (bat dau tir s6 1).

a) S6 2004 nam ¢ dong nao, cot nao? Vi sao?
b) Thuc hién thuat toan sau: 1an dau tién, thay s6 0 & 6 trung tdm baoi s6 1998; moi lan

tiép theo, cho phép lay ra 12 s trong 12 6 lién tiép trong cing mot hang hodc trong
cung mdt cOt hoac trung cung mot hinh chir nhat 3x4 rOi tang mdi s6 d6 1én mét don
vi. Hoi sau mot s6 1an nhu vay ta c6 thé 1am cho tat ca cac sb trong bang déu 13 boi cta
2004 hay khong? Tai sao?

20 19 |18 17 |16
21 6 15
227 0 3 |14
23 8 1 2 13
24 9 |10 11 12

Loi giai.a) Xét hinh vudng canh 2n + 1 ¢6 tdm 1a 6 chira s6 0; s6 dugc viét ¢ dinh dudi,
bén trai ctia hinh vudng nay 1a (2n+1)2 —1 (vi du cac s6 8,24,...).

Vi(2 %22+ 1)2-1=2024 vasb 0 ndm 6 6 dong s6 1002, cot s6 1002 nén sb 2024
nim & hang sb 1002 — 22 =980 va cot s6 1002 — 22 = 980. Vay sb 2004 nam & hang sd
980 +20 = 1000 va cot s6 980.

a) Ta td mau cac 6 cua ban nhu hinh vé.



Goi S(n) 1a tong cac so trong cac 6 duoc to6 mau & budc thtr n. Do mdi lan thuc hién

thuat toan (ké tir 1an thir 2) c6 ding 4 6 dugc t6 mau nén
S(n+1) = S(n) +4, Vn >1

Do d6 S(n) bat bién theo module 4. Suy ra

S(n)=S(1) (mod 4), Vn>1

Ta xét s6 du ctia S(0) khi chia cho 4:

Xét cac duong chéo gom nhitng 6 dugc t6 mau, cac duong chéo d6 gom mot trong ba
loai sau day:

« Loai 1: chtra toan cac sb chia hét cho 4 (dudng chéo di qua 6 trung tim).

* Loai 2: chtra toan cac s6 chia cho 4 du 2. Do tinh chat d61 ximg cuia bang nén ¢6 chan
duong chéo loai ndy va nhu vay tong cac so trén cac duong chéo loai nay chia hét cho
4.

* Loai 3: chira toan cac so 1¢: Trén moi duong chéo loai nay c6 mot nira s6 6 chira cac
sO chia cho 4 du 1 va mdt ntra s6 6 chira cac so6 chia cho 4 du —1 va nhu vay tong céc

sO trong cac duong chéo loai ndy ciing chia hét cho 4.

Tur d6 c¢6 S(0) = 4 (mod 4), suy ra S(1) = S(0) + 1994 = 2 (mod 4) hay S(n) =2 (mod
4), Vn >1 Vay khong thé cé trang thai ma tat ca cac sb trong bang déu 1a boi cta 2004

duoc.



Bai 24:. Xac dinh cac s6 nguyén duong m,n sao cho bang m x n cé thé 1at dugc boi cac
quan hinh chir L dudi day

Loi gidi. Khong mét tinh tong quat ta c6 thé gia st m 6 n. Dé lat duoc bang thi m > 2,n
> 3. Gia sir ta co thé lat dugc bang boi a quan hinh chit L, ta c6 m.n = 4a. Vi m.n > 6
nén a>2. Xéta=2,taco bang 2 x 4. Bang 2 x 4 ¢4 thé 1at duoc boi hai quan chir hinh
L nhu hinh v& dudi day

Véia =3 taco mxn= 12 nén co6 hai bang thoa mén 1a 2x6 va 3x4. D& dang kiém tra
hai

bang nay déu khong 1at dugc boi cac quan hinh chit L. Diéu d6 khién ta du doan, dé lat
dugc bang boi cac quan hinh chit L thi a chin. Dé chimg minh dy doan nay ta t6 mau
cac 6 cua bang nhu sau: Gia sir duoc m chan. Cac 6 ¢ dong co6 thir tu 1¢ (tinh tir trén
Xuéng dudi) dugc to mau den, c6 6 & dong cé thir tw chian duoc t6 mau tréng.

Khi d6, s6 6 den va s6 6 tring bang nhau va bang 2a. Mdi quén hinh chi L 14t vao bang
chiém 3 6 den va 1 6 tring hodc chiém 3 6 tring va 1 6 den. Gia st lat dugc boi x quan
hinh chit L chiém 3 6 den va 1 6 tring va y quan hinh chit L chiém 3 6 tring va 1 6
den. Ta co hé :



X+y=a
3x+y=3y+x=2a

Suy ra x =y va a = 2x. Piéu d6 c6 nghia 1a a chan.

Bay gid ta chimg minh néu a chén, trc 1a m x n chia hét cho 8 thi c6 thé lat dugc bang
bdi cac quan hinh chit L. That vdy, néu m chia hét cho 2 va n chia hét cho 4 thi bang co
thé thanh c6 hinh chit nhat 2 x 4 nén 14t duge. Néu m 1é va n chia hét cho 8 thi do m ¢
thé duoc viét dudi dang m = 2s+3 nén co thé chia bang da cho thanh céac hinh chir nhat
2x4 va 3x8. Do d6, néu hinh chit nhat 3 x 8 1at duoc thi bang da cho s¢€ lat dugc. Hinh
v& dudi day chimg t6 co thé lat duoc hinh chit nhat nay.

Vay dé 1at dugc bang da cho béi cac quan hinh chit L thi diéu kién cdn va du la m x n
chia hét cho 8 va m,n > 2.

Bai 25: Ta dinh nghia vién gach hinh méc cau 13 hinh gdm 6 6 vudng don vi nhu hinh
v€ dudi day, hoac hinh nhan dugc do 14t hinh d6 (sang trai, sang phai, 1€n trén, Xuéng
dudi) hodc hinh nhan dugc do xoay hinh dé di mot goc.

Hay xac dinh tt ca cac hinh chit nhat m x n, trong d6 m,n 1 cac s6 nguyén duong sao
cho c6 thé 14t hinh chit nhat d6 bang cac vién gach hinh méc cau.

Loi gigi. D& thdy m,n e {1,2,5}. Chia hinh chit nhat m x n thanh m x n 6 vudng va
danh sb cac hang, cac cot tir dudi 1én trén, tir trai sang phai. Ta goi 6 (p,q) 1a 6 nam &
giao cua hang thtr p va cot thr q. Hai vién gach hinh moc cau chi co thé ghép lai dé

dugc mot trong hai hinh dudi day



(H1 (H2)

Do d6, dé lat dugc hinh chit nhat m x n thi m.n phai chia hét cho 12. Néu it nhat mét trong
hai s6 m hodc n chia hét cho 4 thi c6 thé 14t dugc hinh chit nhat mxn. That vay, gia su
duoc m chia hét cho 4. Néu n chia hét cho 3 thi c6 thé chia hinh chit nhat m x n thanh cac
hinh chit nhat 4x3, do d6 c6 thé lat duoc. Néu n khong chia hét cho 3 thi ¢6 thé viét n dudi
dang n = 3a+4b véi a,b 1a cac s6 nguyén duong, do d6 c6 thé lat duoc.

Bay gio ta chimg minh mdt trong hai s6 m,n chia hét cho 4. Gia st nguoc lai, khi d6 ca m
va n chia hét cho 4 nhung khong chia hét cho 4. Pé chimg minh diéu nay khong xay ra ta
tao bat bién. Dé tao bat bién ta dién cac s vao cac 6 cia hinh chit nhat theo quy tic sau:
Xét 0 (p,q).

Néu chi mét trong hai toa do p va q chia hét cho 4 thi dién s6 1 vao 6 d6. Néu chi mot
trong hai toa d6 p va q chia hét cho 4 thi dién sd 2 vao 6 d6. Véi cach dién sé nhu vay ta
thu dugc bat bién 1a tdng cac sb trong hinh (H1) va tong cac sd trong hinh (H2) luén 1a sb
1¢. Do m,n chin nén tong cac sd trong toan bd hinh chit nhat m x n 1a mot s6 chan. Mudn
lat duoc hinh chit nhat mxn thi tong s6 hinh (H1) va (H2) dugc st dung phai 1a sb chan.
Khi d6, m.n chia hét cho 24. Piéu nay khong xay ra vi ca m,n déu khong chia hét cho 4.
Két luan. Qua cac vi du trén cac ban co thé théy duoc sttc manh cua viéc tim ra cac dai
luong bat bién trong mdi bai toan to hop. Cac dai luong bat bién xuét hién trong tit ca cac
dang ctia bai toan t6 hop. Tim ra ciling nhu phat hién cac dai luong bat bién chinh 13 con
duong giai cling nhu sang tao cac bai toan lién quan dén nodi dung nay.

Bai 26: ’

C6 7 chiéc coc cung dung tich dang dung nudc theo thur tu chiém

111111
oA s s s s COC.

23458910
Cho phép trut tat ca nudc tir mot coc sang mot coc khac néu nudc khdng tran ra ngoai
hodc do nudce tir coc nay sang coc khac cho dén khi day thi dung lai. Héi c6 thé hay
khong sau mot s6 lan do trudc, mdt chiéc coc nao dé chira nudc chiém



1 14

E coc
1 14

b/ g coc ?

a/

Loi gidi
a/ Cau tra lo1 1a “ Co”. Ta d6 tuan tu nhu sau:
- D6 hét nudce tir chiéc coc thir ba sang chi€c coc thir hai, khi dé chiéc coc thu hai s€

1 17
chira nu6e chiém = 3 4 1 ©oc
- Sau d6, d6 nudc tir chiéc coc thir hai sang chiée coc thir nhat cho dén khi day thi
. 7 1 1
lugng nudce con lai trong chiéc coc thir hai s¢€ 1a 1 2 = 1 cdc

b/ Cau tra 101 la “ Khong”. Trudc hét ta chimg minh bang quy nap theo s6 1an rot rang
luong nude & trong mot chiée cbe khong rdng chi co thé 1a 1 hodc 1a phan 1é cia tong mot

PR N U N O S

s6 cac phan s6 2°3°4°5°8°9°10 ° trong d6 & cac cc khac nhau trong céac tong sé 1a

céc phan sd khac nhau. Co s quy nap dung.
Gia st 6 cac cdc A,B co sd luong nudce twong tmg la a,b. Neu ta d6 nudc tir cc 4 sang
coc B thi luong nudce sau khi d6 s&1a 0, a + b hodc néu coc B day this€laa+b—-1.Tu
d6 16 rang ménh dé dung.

1 1 11111 1

Bay gio gia su g:{al+"'+ak} voi 4; € {5 ’3°2°5°8°9" 10} Ta chung

1111111

minh rang trong tong niay khong c6 cac phan SOE 3°4°5°8°9°10" That vay, néu trong

1 1 1 1

— hay g , it nhat mot trong hai sd =

4 5°10 °

cac phan s0 nay c6 it nhat mot trong hai s6

1

hay chira s6 5 thi mau sd cta phan sb thu dugc sé chia hét cho 4, 5 va 9 twong tng,



I 1
trong khi 6 khong chia hét cho céc s6 nay. Con tir hai phan s6 5 va 5 khong thé tao

1

duoc phan s6 c6 phan 1¢ bang g :

Bai_27:

Mot duong tron dugc chia lam 6 cung, trén do viét cac$61,0,1,0,0,0 (theo chiéu
nguoc chiéu quay cua kim déng h6). Mdi mot 1an thuc hién ban c6 thé cong hai s6 & canh
nhau véi 1. Hoi ¢ thé xdy ra truong hop sau mot s6 1an thuc hién, tat ca céac sd trén cac
cung tron bang nhau hay khong?

Loi gidi:

Goi a,,da,,a,,a;,a,,dslacac sb trén 6 cung tron. Sau mdi 1an thuc hién phép bién
doi, dai lugng S=a, —a, +a, —a;+a, — ds luon bang 2 (bat bién). Do d6 khong thé
xay ra truong hop tat ca cac sb trén cac cung tron déu bang nhau vi trong trudng hop do,
ta s€ co S=0.

Bai 28: Cac sb 1,2,3....,20 duoc viét 1én bang. Mdi phép bién d6i , ta x6a 2 sba va b va
thém vao s6 a+b-1. SO ndo s& con lai trén bang sau 19 budc ?

Loi gidi: Vi bo n s trén bang ta xét dai luong X bang tong cac sd trén bang trir di n.
Khi d6 X khong thay doi trong cac phép bién d6i. Luc dau X =( 1 +2 + ... + 20) — 20
=190. Sau 19 budc, X = 190 hay s6 con lai s& 13 191.

S& khong ngac nhién néu mot ban dua ra lap lun nhu sau: tai mdi bude tong giam di 1.
Luc dau tong 14 210 , sau 19 budc s6 con lai s& 14 210 — 19 = 191. Cach giai nay hién
nhién dung nhung khong lam rd dugc y tudng cua bat bién .

Bai 290 Vuong qudc “Sic mau ki 40” ¢ 45 hiép si: 13 hiép si toc do, 15 hiép si toc
vang, 17 hié€p si toc xanh. Khi hai hi€p si c6 mau téc khac nhau gdp nhau, toc cia ho s€
1ap trc doi sang mau thr ba. Hb1 co thé c6 mot luc nao do, tit ca cac hiép si déu co6 mau
toc giéng nhau?

Loi gidi:

Gia sir tai mot thoi diém nao do, ta co a hié€p si toc dd, b hiép si toc vang va ¢ hi€p si toc
xanh thi t &3t N =« —h(mod3). Ta ching minh N khong thay d6i khi c6 su d6i mau toc.
That vay:

+Néu hiép si toc do gap hiép si toc vang thita cd a —a—1,b—b-1,c - c+2, do do

N — (a—1)—(b—1)(mod3) = a — b(mod 3) khong thay doi.

+Néu hiép si toc do gap hiép si toc xanh thita cd a —»a—1,b— b+2,c—>c—1, do dd

N — (a—1)—(b+2)(mod 3) = a — b(mod 3) khong thay doi.

+Néu hiép si toc vang gap hiép si toc xanh thita cd @ —»a+2,b—>b—1,c—>c—1, do d6

N — (a+2)—(b-1)(mod3) = a — b(mod 3) khong thay doi.



Vi ban dau ta ¢ N =13-15(mod3) = I(mod 3)nén trong qua trinh bién d6i mau toc, ta ludén
¢d N =1(mod3). Nhu thé khong thé xdy ra truong hop tat ca cac hiép si co cing mau toc vi
trong trudng hop ndy, N tuong tmg s& bang 0(mod3) (do (a,b,c) = (45,0,0) hodc cic hoan
v1).

Bai 30:

Trén bang co bon s6 3, 4, 5, 6. Mdi mét 1an thue hién, cho phép x06a di hai $0 X, y c6 trén
bang va thay bang x+y++/x>+y> vd x+y—+/x>+> . Hoi sau mot sd hitu han budc thyc
hié€n, trén bang c6 thé xuét hién mot sd nho hon 1duge khong ?

Loi gidi:

Pata= x+y+{x’+y*,b=x+y—x*+y*.Tacd

I 1 1 1
— 4 —=

+
a b x+y+\/x2 +y° x+y—\/x2 +y°
2(x+y) x+y 1 1
= 2 2, 2y =t
(x+y) -(x"+y) x» x y
Nhu vay, qua cac phép bién doi, tong nghich dao céc so trén bang khong thay déi. Vi
%+ % + % +é = % <1 nén qua cac lan bién doi, tong nghich dao cac sé trén bang van nho
hon 1. Do cac sb trén bang qua cac phép bién d6i déu duong nén tir dy suy ra khong cé
s0 nao nhod hon 1.

Bai 31: Trén ban c6 100 vién keo. Hai ngudi cung thay phién nhau bdc di & vién keo,
trong d6 k< {1, 2, 3}. Ai boc duoc vién keo cudi cung 12 nguoi thang. Hoi ai 14 chién thuat
thang ?

Loi gidi:

Ta bat dau “quan sat” bai toan bang 2 cdu hoi “khi nao thi ngudi boc sé chic chin thing
2 va “khi nao thi ngudi boc sé chic chan thua ?”

Trudng hop dé nhan thay nhat 13 ngudi boc s& chic chan thang khi trén ban con 1,2 hoic
3 vién keo, va sé& chéc chin thua néu chi con 4 vién keo.

Tiép tuc quan sat, nguoi boc s& chic chin théng néu trén ban con 5, 6 hodc 7 vién keo, vi
khi d6 nguoi bbe s& co cach bde dé trén ban chi con 4 vién keo, don ddi thi vao thé thua.
Tuong ty nhu vay, ngudi bdc s& thua néu trén ban con 8 vién keo, vi di ¢o bdc thé nao di
nita thi van dua dén trudng hop “5, 6 hodc 7 vién” cho ngudi boc tiép theo.

Nhu vy, tinh bat bién & day 1a: nguoi choi sé& chién thiang néu co thé dua sd vién keo trén
ban vé mot s6 chia hét cho 4.

Vi 100 chia hét cho 4 cho nén véi moi cach bdc ctia nguoi di , ngudi di sau sé co cach
bdc twong tmg dé dam bao sb keo con lai ludn chia hét cho 4. Do d6 nguoi di sau 1a
ngudi ¢o chién thuat thang.



Bai 32: Vao nim 3000, & Viét Nam mot dong nhan dan té (RMB) d6i dugc 10 dong Viét
Nam (VND). Trong khi d6 ¢ Trung Qubc, mot VND dbi dugc 10 RMB. Mot du khach
ngudi Nhat luc dau ¢ 1 VND . Ong nay c6 thé di lai tury ¥ gitra hai nuéc Viét Nam va
Trung Qudc. Hoi dng ta ¢6 thé 1am cho sé VND va RMB 6ng ta ¢ bang nhau hay khong
o

Loi giai : Xét X =s6 VND - s6 RMB ctia du khach. Khi d6 X mod 11 sé& 1a bat bién
trong cac budc ddi tién. Néu s6 RMB va VND bﬁng nhau thi X =0(mod11). Luc dau ta co
X =1(mod11) do d6 khong thé thu dugc X = 0(mod11). Nén cau tra 11 s& 1a khong thé .
Bai 33 : Trén bang co viét cac sb 1,2,3,4,5. Mdi budc cho phép chon hai s6 a,b va thay
boi a+b, ab. Hoi ¢6 thé thu dugc 21,27,64,180,540 hay khong ?

Loi giai : Bai toan thoat nhin kha don gian nhung dé tim dugc bat bién khong phai diéu
dé dang. Trudc hét ta klem tra rang céac s chia hét cho 3 khong giam va sb lugng nay
tang khi va chi khi tir 2 s6 chia 3 du 1 va chia 3 du 2 chung ta thu dugc mét so chia hét
cho 3 va mot sb chia hét cho 2. Vi vay khi chiing ta 1an dau tién chuyén sang trang thai c6
4 36 chia hét cho 3 thi s6 con lai chia 3 du 2, nhung 64 chia 3 du 1 nén cau tra 101 s€ 1a
khong thé.

Bai 34: T6 den 9 6 hinh vudng 10 x 10. Mdi l1an t6 mau den mdt 6 chua to néu nd ké vai
it nhat 2 6 den ( ké duoc hiéu 1a chung canh) . C6 thé t6 mau hét ban cd hay khong ? néu
13 10 6 thi sao ? Néu 13 hinh vudng n x n thi lac dau can to den it nhat bao nhiéu 6 dé co
thé to den ca ban cd?

Lai giai: Néu t6 10 6 thi cau tra 10i 1a khang dinh . Vi du ta c6 thé bat dau véi 10 6 den
trén dudng chéo chinh cta hinh vudng. Néu t6 9 6 thi ciu tra 1i 1a phu dinh. Xét X 1a
téng chu vi ctia phan t6 mau den trén hinh thi lac dau X < 36. D& kiém tra X 1a nira bat
bién , cu thé X khong ting. Néu ca ban co duogc t6 mau thi lic niy X =40 mau thuan .
Vay khong thé to den duoc ca ban cd néu xuat phat v6i 9 6 mau den.

Bai 35 : Céc 6 hinh vuong duoc Xép ké nhau tao thanh mot dai hinh chit nhat vo han vé
ca hai phia . Ta xép vao cac 6 vudng mot sé hiru han cac vién da. Mdi budc, chon hai
vién da & ciing 6 va chuyén chung sang hai 6 bén canh khac hudng nhau.

a) C6 thé sau mot s6 hiru han budc quay lai vi tri ban dau khong ?

b) C6 thé thyc hién vo han budc nhu véy khong?

¢) Néu qua trinh dimg lai thi trang thai sip xép cudi cing ¢ phu thudc vao qua trinh thyuc
hién cac budc khong?

Loi gidi : Gan cho mdi vién da (’y 0 thir n s6 n’. Xét téng tat ca cac s6 thu duge . R rang
moi phep bién ddi ta thay 2 s6 n” boi s (n- 1) va (n+1)* . Do d6 tong nay tang 2 don vi
trong moi phép bién ddi . Suy ra sau mot s6 hitu han budc khong thé quay lai vi tri ban
dau .

Tiép theo ching ta di ching minh rang tong khong thé tang v0 han bang phuong phap
quynap . Luuy rang néu tong ting vo han , nghia la c6 mot s6 vién da s& tién ra xa vo
han . Vién da cudi cung bén phai nhat ludn ting chi s6 con vién da cudi cuing bén trai
ludn giam chi sb . Do d6 khoang céach gitra hai vién da ndy ting v6 han . Va dén mot luc



nao do s€ c6 mot vién khong chiu tdc dong ctia cac vién con lai . Lap ludn va loi giai
phan b va ¢ danh cho ban doc



